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Résoudre les systémes suivants par la méthode du pivot de Gauss. Vous préciserez les opérations élémentaires de
Gauss.

1 3.
5
2 — 2% = -5 xto— o M 211"3 = 0
8x1 4+ 4dxp; = 2 51 — 8x, — %Xg, = 4
2
—6x1  + ?sz — 9x3 = -5
2 4.
3X1 — 7X2 = 7
X7 — 2x2 + 9%x3 — 6x4 = 8 —7x1 — 4x; = 6
—6x1 — 2xp + 3x3 + 5x4 = —6 9% 4+ 3x2 = 2

Discutez suivant les valeurs du paramétre k de ’existence des solutions du systéme

kx + y + z =1
x + ky + z =1
x + y + kz =1

Méme exercice avec

kx + y + kz = 1
x — ky + z = 1
x + y — Kz =1

Déterminer trois réels a, b et ¢ tel que pour tout entier n strictement positif

1 _a +b+ c
4mM3—n 2m—1 n 2n—1

Dans chacun des cas, déterminer un polynéme de plus degrés possible vérifiant les contraintes imposées.
1. Le polynéme P est tel que P(0) =0 et P(1) =1

2. Le polynome P est tel que P(0) =1 et P(1) =

3. Le polynome P est tel que P(1) =1et P(2) =4 et P(3) =6

4. Le polynome P est tel que P(1) =1 et P(2) =4 et P(3) =9

5. Le polynome P est tel que P(1) = 643 et P(0) = —47 et P(—1) = 999

Voici les informations dont vous disposez sur un code secret composé de quatre chiffres :
— La somme des chiffres qui composent ce code est 15.
— Le chiffre des dizaines est le double de celui des milliers.
— La différence entre les chiffres des centaines et celui des unités est 1.



— 24 fois le chiffre des centaines est 6 fois celui des dizaines.
Ecrire le systéme associé & ce probléme et le résoudre.

Calculs matricielles

Exercice 7

Considérons les quatre matrices suivantes. Parmi les opérations proposées, réaliser celles qui sont possibles. Marquer
IMPOSSIBLE lorsque 'opération n’est pas définie. Aucune justification n’est attendue.

-2 0 1
-2 2 2 -2 1
A=|-2 2], ,B = ,C=[-1 =1 1 ,D=
-2 -1 -1 2 2
-2 -1 0o 2 2

On rappel que l’on note 1d,, la matrice identité en dimension n et X la matrice transposée de X.

1. DAB 3. BC

5. ABC 7. 1C+D 9. AB
2. 'A+6D 4. BA

6. A+ C 8. DCB 10. ADC

Exercice 8

Méme exercice.

0 o0 -1 1 2
2 -1 1 1 =2

A= , SB=]1 -1 ,C = D=0 -1 22
1 2 =2 11

2 1 -1 2 =2
1. AB 3. ABC 5. BCA 7.C+D 9. 'D + 31d;
2. C+31d; 4. AC 6. ACD 8. BDC 10. A +91d;
Exercice 9
Méme exercice
1 -1 1 1 0o -2
1 0 1 1 2 0 -1 0 o -1 -2 =2
A= , ,B= ,C= ,D =
0 -2 -1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
-1 2 0 1 1 -1
1. AD 3. 'A + 8B 5. DBC 7. CAB 9. A+4Id,
2. B+C 4. '*C+D 6. ACB 8. BDC 10. A+C
Détermiant

Exercice 10

Calculer les déterminants suivants.



113 0 3 6 1T -3 0
B - 4.1 =1 5 6.1 1 0
2 4 6 5 0 9
-3 3
20, 1230
01 23 3 1 V6
5.
o [0 301 2 7 1T -3 -6
110 2 3 0 1 -6 V6 2

—2a a+b a+c
Soient a, b et ¢ des nombres réel et A= |b+a —2b b+c |. Montrer que
ct+a c+b —2c

det(A) =4(b+c)(c+a)(a+Db)

Calculer les déterminants suivants et le mettre sous forme factorisés.

. cos(d) —sin(d) 1 a+b ab a a a a
| sin®)  cos(d) 4.1 b+c be - |a bbb
1 ¢c+a ca “la b ¢ ¢
yr+z2 —y —xz . a b ocd
2. —yx x*+z22  —yz ¢ ¢ 1 1 1
5 5 5 c b a
—zXx —zy X4y 8. | cos(a) cos(b) cos(c)
b ¢ a . . .
sin(a) sin(b) sin(c)
0 a b a+b b+c c+a a—b—c 2a 2a
3.la 0 ¢ 6. | a2+b2 b2+4+c? c?+a? 9. 2b b—c—a 2b
b c 0 ad+b3 b3+ B +ad 2c 2c c—a—>b

1 0 2
Soit A=|0 —1 1. Calculer A3 —A. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
1 =2 0

Lorsque cela est possible calculer 'inverse des matrices suivantes.




1 0 1 1 0 —1 o1 11
“\1 o 511 2 3 g |1 0T
127 2.2 2 B R
2 1 2 -1 110
-2 -2 -1 1 0 —1 cos(d) —sin(9)
1 0 —1 6 2 1 =3 sin(¥)  cos(d)
310 1 0 -1.0 2 1 a a
0 0 1 10. | a 1 a
-1 -1 0 11 -1 a’ a 1
4 1 4 -1 7.12 0 1
2 1 2 2 1 -1
Espaces vectoriels
Exercice 15
On considére sur R? les lois de composition interne et externe suivantes :
" + n : RZ >< RZ H Rz n . n : R X Rz H RZ
() E) — (i%) AE) — (Y
Ces deux lois font-elles de R? un R-ev ?
Exercice 16
On considére sur R? les lois de composition interne et externe suivantes :
"+":R*xR* — R? "RxRP — R?
() E) — (%) anNE) — (9

Ces deux lois font-elles de R? un R-ev ?

Exercice 17

On considére sur R, 'ensemble des nombres réels strictement positif, les lois de composition interne et externe
suivantes :

+:RL xRy, — RL SRxRL — RL

(xy) — xy A, x) — XN

Ces deux lois font-elles de R* un R-ev?

Exercice 18

Notons F I’ensemble des fonctions définies sur R & valeur dans R. On le munit des deux opérations suivantes :

+:FxF — F RxF o — F

(f,g) (RHR ) - <RHR )
x = f(x)+gx) x = Af(x)



Prouver que F est un R-ev.

Notons U I’ensemble des suites réelles. On le munit des deux opérations suivantes :

+:UxU — U G RxU — U
(un), ) (N oK ) O (wn) (N o R )

n — U, +vn n — Au,

Prouver que U est un R-ev.

Parmi les ensembles suivants déterminer les sev de R2.

1. E={() e R?|xy >0} 5. E={(}) e R*|x =0}
2. E={(}) e R*xy >0} 6. E={(}) e R*[x >0}
3. E={(}) e R?|xy #0} U{(Q)} 7. E={(}) eR*|x+y =0}
4. E={(}) eR*|xy =0} 8. E={(}) eR*|x+y=1}

Pour chaque question, dire si F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.

cewee((1))e- (1)

Pour chacune des sev suivants, donner une base et indiquer la dimension.



X 2 1 1
L E= € R¥x+y =0 ,
y 5. E=([o |, o |)cRr

1 -1
2. E= y eRﬂx+y+z=O 1 1 1
z 6E=< o, o [,] o0 >cw
X 1 —1 0
3. E= y €R3’x—y+z:0/\2x—z:O 1 1 0
z 7E< o [,[ o [,f 1 >cw

1 1 —1 0
4E:< 0 >cw
1

Exercice 23

Notons F l’ensemble des fonctions définies sur R & valeur dans R.

Pour tout a > 0, on note fq € F la fonction définie par fq(x) = In(ax).

Soient a, b et c des éléments de R% . Donner une condition nécessaire et suffisante sur ces réels pour que la
famille {fq, v, fc} soit une partie libre de F.

Applications linéaires et matrices

Exercice 24

Vérifier si les applications suivantes sont bien des applications linéaires.

1 4. 6
f:R — R f:R®> — R?
f:R — R?
X = 2x X
X = Xz
X = Yy
2 <Zx> <9—22>
z
f:R — R .
x = 2x+1 5. ’
f:R® — R?
3.
f:R> — R? X —X

Exercice 25
Pour chaque application linéaire suivante
(1). Déterminer la matrice des applications linaires
(i1). Déterminer une base et la dimension du noyau de f.

(iii). Déterminer la dimension et une base de I'image de f.



f:R? — R
< X ) f:R> — R?
= X4y
y X
= —X
2 ( y—2z >
f:R? — R? z
Ix —
X - xX—y
y X+ 2y 5.
3.
f:R® — R3 f:R? — R3
X —X X—y
X
y — y—2z — y—z
Y
z 0 X—z
Exercice 26
On munit Pespace E = R7 de la structure d’espace vectoriel exponentielle.
+:RL xRy, — RL SRR — RL
xy) — xy Ax) — X

On munit l’espace F =R de sa structure naturelle d’espace vectoriel (addition et multiplication classique).
Vérifier que 'application suivante est une application linéaire

f:E — F
x —  In(x?)

Déterminer son noyau.
Meéme question avec 'application :
g:F — E
x — e

Changement de base

Exercice 27

Pour chacune des matrices suivantes

(1). Déterminer le polyndome caractéristique

(i1). Déterminer le spectre

(ii1). Calculer une base de chaque espace propre
(iv). Répondre a la question : Cette matrice est-elle diagonalisable ?
(

v). Sila réponse a la question précédente est positive, donner une base de diagonalisation et calculer A™ pour
tout n € N.



1 2
1. A=
2 1 6. A=
1 2
2. A=
0 1 7. A=
3. A=
10
-1 1 1
4. A=|1 =1 1 8. A=
1 1T -1
0 -2 0
5. A=|1 0 -1 9. A=
0 0

Application : exponentielle de matrice

Exercice 28

Résoudre les systémes d’équation différentielle suivant :

Exercice 29

4x — 2y
x+y

Y
X

!
Y 5. { *
N y

Résoudre les équations différentielles suivantes.
1. y"+2y’ —y = cos(t)
2. 5y —2y=e¢et
3.y +y' +3y=1

Exercice 30

Pour chacune des suites récurrentes suivantes, donner ’expression de u,, en fonction de n.

1.

CUk N

Un+2 = Uny41 +Un
Uni2 = 2Un41 — Un
3Uni2 =Upt1 —6Un
Un+3 = —Uny2 +Un

2Un 3 =Ung2 +Uny1 +Un

—x+2y +et
—2x+4y

x+ 8y + et
x+y+et

10. A =

11. A =

12. A =

—1

0

1

1 1

1T -1

0 1

—1 —1
1 0 0
2 -1 2
1T -1 2
y+z

X
xX+y+z
X+y+z
2x+y—z
—8x —5y —3z



