
TD3 : Espaces vectoriels et bases

Espaces vectoriels

Exercice 1

On considère sur R2 les lois de composition interne et externe suivantes :

" + " : R2 × R2 −→ R2

((xy), (
a
b)) 7−→ (x+ay+b)

" · " : R× R2 −→ R2

(λ, (xy)) 7−→ (λx0 )

Ces deux lois font-elles de R2 un R-ev ?

Exercice 2

On considère sur R2 les lois de composition interne et externe suivantes :

" + " : R2 × R2 −→ R2

((xy), (
a
b)) 7−→ (x+ay+b)

" · " : R× R2 −→ R2

(λ, (xy)) 7−→ (λxy )

Ces deux lois font-elles de R2 un R-ev ?

Exercice 3

On considère sur R∗
+, l'ensemble des nombres réels strictement positif, les lois de composition interne et externe

suivantes :

+ : R∗
+ × R∗

+ −→ R∗
+

(x, y) 7−→ xy

· : R× R∗
+ −→ R∗

+

(λ, x) 7−→ xλ

Ces deux lois font-elles de R∗
+ un R-ev ?

Exercice 4

Notons F l'ensemble des fonctions dé�nies sur R à valeur dans R. On le munit des deux opérations suivantes :

+ : F × F −→ F

(f, g) 7−→ (
R → R
x 7→ f(x) + g(x)

) · : R×F −→ F

(λ, f) 7−→ (
R → R
x 7→ λf(x)

)

Prouver que F est un R-ev.

Exercice 5

Notons U l'ensemble des suites réelles. On le munit des deux opérations suivantes :

+ : U × U −→ U

((un), (vn)) 7−→ (
N → R
n 7→ un + vn

) · : R× U −→ U

(λ, (un)) 7−→ (
N → R
n 7→ λun

)

Prouver que U est un R-ev.
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Exercice 6

Parmi les ensembles suivants déterminer les sev de R2.

1. E =
{
(xy) ∈ R2

∣∣xy > 0}
2. E =

{
(xy) ∈ R2

∣∣xy > 0
}

3. E =
{
(xy) ∈ R2

∣∣xy 6= 0} ∪ {(00)}

4. E =
{
(xy) ∈ R2

∣∣xy = 0
}

5. E =
{
(xy) ∈ R2

∣∣x = 0}
6. E =

{
(xy) ∈ R2

∣∣x > 0}
7. E =

{
(xy) ∈ R2

∣∣x+ y = 0
}

8. E =
{
(xy) ∈ R2

∣∣x+ y = 1
}

Exercice 7

Pour chaque question, dire si F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E.

1. E = R2, F =

〈(
1

1

)〉
, G =

〈(
1

−1

)〉

2. E = R2, F =

〈(
1

1

)
,

(
2

0

)〉
, G =

〈(
0

1

)〉

3. E = R2, F =

〈(
1

0

)〉
, G =

〈(
1

1

)〉

4. E = R3, F =

〈
1

2

3


〉
, G =

〈
1

0

−1


〉

5. E = R3, F =

〈
1

0

1

 ,


1

0

−1


〉
, G =

〈
1

0

0


〉

Exercice 8

Pour chacune des sev suivants, donner une base et indiquer la dimension.

1. E =

{(
x

y

)
∈ R2

∣∣∣x+ y = 0

}

2. E =



x

y

z

 ∈ R3
∣∣∣x+ y+ z = 0


3. E =



x

y

z

 ∈ R3
∣∣∣x− y+ z = 0∧ 2x− z = 0


4. E =

〈
1

0

1


〉
⊂ R3

5. E =

〈
1

0

1

 ,


1

0

−1


〉
⊂ R3

6. E =

〈
1

0

1

 ,


1

0

−1

 ,

1

0

0


〉
⊂ R3

7. E =

〈
1

0

1

 ,


1

0

−1

 ,

0

1

0


〉
⊂ R3

Exercice 9

Notons F l'ensemble des fonctions dé�nies sur R+
∗ à valeur dans R.

Pour tout a > 0, on note fa ∈ F la fonction dé�nie par fa(x) = ln(ax).
Soient a, b et c des éléments de R∗

+. Donner une condition nécessaire et su�sante sur ces réels pour que la

famille {fa, fb, fc} soit une partie libre de F .
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