TD1 - Mathématiques discrétes

Calcul propositionnel

Quelles sont les maniéres de placer les parenthéses dans I'expression —=p V q /A —=r? On comparera les tables de
vérité de ces propositions.

Donner les tables de vérités des propositions suivantes.
lL.g=p&r)
2. (PVAA(PAG) =)
3 (peag=rANIr=(QqVq)
4 ~((p= g AT)

En utilisant les tables de vérité, montrer que les propositions suivantes sont égales.
L(p=qVip=retp=(qVr)
2. (p=r)V(g=>r1)et (pAg)=>T

Les expressions suivantes sont-elles des tautologies ?

L(p=aA A=) (p=(@An) 2 (p=m A=) (pVa =)

Simplifier les propositions suivantes.

L (pAQV(pA—q)V(pAq) 5 —p=(~qVr)

2. rA(=TV (pA=TA(qVPp))) 6. q=(pV-r)

3. V=p &p 7. (pVaq =(qg=—q)

4. (p=49q)=q 8. (((pAg)=—~q)A((pA—q)=q))

On note W le ou exclusif, dont la table de vérité est

P|alpr¥q
0|0 o
o1 1
T{of 1
111 0

1. Montrer a l'aide d’une table de vérité que pWq = (pV q) A—=(p A q).

2. En vous servant du résultat précédent et des régles CANDIMATICA montrer les formules suivantes.




() PW(qWr) = (pWq)W'r

(2) (PWq=0)& (p=q)

(h) =(pWq) = (—p)Wq =pW(—q) = (—p)W¥(—q)
i) (pWq=1)= (qWr=p)

Ensembles en extension

On considére dans le référentiel £ ={a, b, c, d}, les ensembles A ={a, b, c} et B ={b, ¢, d}. Déterminer en extension
les ensembles suivants ainsi que leur cardinalité.

1. ANB 3. A 5. P(A) 7. P(ANB)
8. P(P(A N B))

2. AUB 4.

o
2
)
=

Donner le cardinal de chacun des ensembles suivants.

1. {{a},{b,c, d},{a,b,c}} 3. {b,c} 5. @
2. {@,{a,b}, a,b,{@}} 4. {{b,c}} 6. {g}

Dans chacun des cas suivants, reproduire dans un diagramme de Venn les parties correspondantes.

1. A 3. AUB

2. ANB 4. A

S
> >
w W
®© N
> >
Cc C
o @

Dans le référentiel £ = {@, a,b,{a},{b}{a, c}} dire si les énoncés suivants sont vrais ou faux.

1. oeé 4. {a,b}e & 7.beé€ 10. {a,{a}} C &
2. FeP&) 5. {b,c}C & 8. {a,b} C & 11. {a} e P(&)
3. {a}} e P(&) 6. ccé& 9. gCé& 12. {a,c} € P(&)

Simplifier les expressions suivantes.

1. An(ANB) 5. (ANB)UANBNC)U(ANBNCQ)
2. (AUB)N(AUB)N(AUB)N(AUB) 6. AUBUC)NCNB

3. (ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB) 7.AU(ANB)UBU(BNC)

4. AU(ANB) 8. (AUBUC)NA

Fixons un référentiel £. Soient A et B deux partie de £. On pose
A-B=ANB

1. Représenter A — B sur un diagramme de Venn ou de Caroll.
2. Montrer que A—B =(AUB)—B.




3. Montrer que (A—B)N(C—D)=(ANC)—(BUD).

Exercice 13

Fixons un référentiel £. Soient A et B deux partie de £. On définie la différence symétrique de A et B, notée
AAB, comme la partie de E formé des éléments de A U B qui n’appartiennent pas & A N B.

1. (a) Représenter la situation sur un diagramme de Venn ou de Caroll.
(b) Donner une expression de AAB a l'aide des opérations ensembliste usuelle (U, N et ).

2. Dans cette question, on pose A ={1,2,3,4,5,6}, B={1,3,5,7,9} et C =1{4,5,6,7,8,9}.

(a) Calculer AAB, AAC et BAC.

(b) Comparer (AN C)N(BAC) et (ANB)AC.
Simplifier AAB.
Calculer AAg, AAE et AAA.
Montrer que AAB = AAB.

L’opération A est-elle commutative ?

N CU e w

L’opération A est-elle associative 7

Exercice 14

Soient A, B, C et D quatre ensemble d’un référentiel £.
1. Donner une relation simple entre #(A U B) et #A, #B et #(A NB).
2. Donner une relation simple entre #(AUBUC) et #A, #B, #C, #(ANB), #(ANC), #(BNC) et #(ANBNC).
3. Sur le méme schéma, exprimer #(A UB U CU D).

Exercice 15

Dans une école comprenant 1100 éléves, 950 sont inscrits a cours d’espagnol, 520 au cours de russe et 250 au cours
d’italien.

On précise que 400 éléves font de l'espagnol et du russe, 150 font de ’espagnol et de l'italien et 130 font du
russe et de l'italien.

Tous les éléves font au moins une langue.

Combien d’éléves ne pratique qu’une seule langue ?

Exercice 16

En Papouasie, il y a des papous et des pas-papous. Parmi les papous il y a des papas papous et des papous pas papa.
Mais il y a aussi des papas pas papous et des pas papous pas papas.

De plus, il y a des papous pas papas & poux et des papas pas papous & poux. Mais il n’y a pas de papas papous a
pouz ni de pas papous pas papas 4 pout.

Sachant qu’il y a 240 000 poux (en moyenne 10 par téte), et qu'il y a 2 fois plus de pas papous a pouzr que de
papous & pour, déterminer le nombre de papous pas papas & poux et en déduire le nombre de papas pas papous a
POUL.

Ensembles en compréhension

Exercice 17

Donner la classe des prédicats suivants dans R.

1.5<x<7 5. (x€e @)= (x>2) 9. x€Z)V(x=0)
2. —2<x<3 6. (x € @) (x>2) 10. (x> =4)= (x=2)
3. (x<H AN (x=+V2) 7. (x>2)= (x € 2) 11. (x=2x) & (x=%)
4. (x e N)A(1 <x <V2) 8. (xeN)V (x < V2) 12. (x € Z) N\ (2x=—=5x—3 =0)



Soient p(x) = (x > 4) et q(x) = (x < 5). Donner la classe des prédicats suivants dans R.

L p(x) p(x)Vq(x) 7. q(x) = p(x) 10. —p(x) = q(x)
2. q(x) p(x) A q(x) - q(x) = —p(x) 11. (x € 9) = p(x)
3. ~q(x) 6. p(x) = q(x) 9. q(x) & —p(x) 12. —q(x) = (x € @)

Dans R, trouver la classe des prédicats suivants.
L p(x)=((x<4) = (x<5))
2. q(x) =((x>5) = (x<2))
3. 1(x) = (x? < 4x)

En déduire les valeurs de vérité des propositions suivantes.

1. p(6) 4. p(5) AN q(1) 7. Ix p(x)
2. q(2) 5. 1(1) 8. Vx r(x)
3. p(6) & q(2) 6. Vx p(x) 9. Ix q(x)

Dans R, trouver la classe des prédicats suivants.
Lpx)=x>1)
2. q(x)=(x>2)

En déduire les valeurs de vérité des propositions suivantes.

L ¥x, (p(x) = q(x)) 4. 3, (q(x) = p(x)) 7. (I, p(x)) = (%, q(x))
2. ¥x, (q(x) = p(x)) 5. (vx, p(x)) = (¥x, q(x))
3.3, (p(x) = q(x)) 6. (vx, p(x)) = (3x, q(x)) 8. (3, p(x)) = (3x, q(x))

Dans chacun des quatre carrés de coté 1, on a dessiné des polygones A.

Ve

Donner pour chacun des carrés la valeur de vérité des propositions suivantes.

1. ¥x, Jy, (x,y) €A 3. I, Yy, (x,y) €A
2. Yy, 3x, (x,y) €A 4. Jy, ¥x, (x,y) €A




