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Sommation et récurrence

Calculer les sommes suivantes.

2 3 3 4
1LY 3n 2. ) K 32% 4.3 1-x 5. 3y-—2
n=0 k=0 i

Ecrire, a I'aide du symbole Z, les sommes suivantes.

L12432 452 +72+ 92+ 112 4132 4 1-2+4-8+4---+1024—2048
2.1 x2+2x3+3x4+4x5+---41982x 1983 5 1—=141-14+1-14+1-14+1-1+1-1+1
3.3+7+11+15+---+43+47 6. 1—-2+3—44+5—6+7—8+9—10+11-12+13—14+15

Démontrer les formules suivantes par récurrence sur N aprés les avoir exprimé a I'aide du signe X
N(N+1)
2

2. 12+22+32+---+N2:N(N"H?ZN‘H)

3.1 422433 4+ NP = (1 4243+ +N)?

L 14243+ +N=

Soit (in )n, une suite de nombre réel tel que ug =1 et wn 1 = vVun + 2. Monter que pour tout n € N, w,, < 2.

2
u:_ T Monter que pour tout n € N, u,, = Ingl

Soit (un )n une suite de nombre réel tel que wp =2 et un 7 =

Soit x € R,. Montrer que pour tout n € N, (1 +x)™ > 14 nx.

On consideére ici des divisions euclidienne (c’est & dire que nous ne manipulons que des nombres entiers). On note
alb pour dire que a divise b. Cela signifie :

Va,b € Z, ((alb) e (FkeZ b= ka))

Montrer par récurrence les propositions suivantes.

1 ¥neN, 9|(Ton+! —1) 2. ¥neN, 3|(4n—1) 3. VneN, 3[4 +1)

|

Soit (ax) une suite d’entier tel que Z ax = n(n + 2). Calculer en fonction de n les sommes suivantes :
k=0




n+1 2n 4.

k=0 k=0 k=0

n n
1. Rappeler la valeur de Z P2 3. En déduire une formule pour Z (2p +1)2
p=0 p=0
n 2n+1
2. En déduire une formule pour Z (2p)2. 4. En déduire une formule pour Z (—=1)Pp2.
p=0 p=0

En utilisant le binéme de Newton développez :

L (x+1)3 2. (x—1)* 3. (x+2)° 4. (1—2x)8

1. Montrer que CX = C— k.

2. (a) Appliquer la formule du binéme a (1+x)™.
2n
(b) En utilisant la formule du produit de somme déterminer les entiers cy tel que (14 x)?™ = Z crxk.
k=0

3. Appliquer la formule du binéme a (1 + x)2™

n
4. En déduire une valeur de Z (Ch)z.
k=0

Quel est le coefficient de x'” dans 'expression (1 + x> +x7)2°?

Variations, limites et équivalents des suites

Les suites suivantes sont-elles croissantes, décroissantes ou ni 1'une ni 'autre 7

=n? n n —n+1
L Un =n+2n+1 2. vy = 3. Wy = 4oty = T
n n! n—1
Uy = 2
Soit u une suite définie par 1+ 3u, - On admet que tous les termes de cette suite existe.
Uny1 = S5
34+un

1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u, < 1.



(1T —un) (T +uy)
3+u,

2. Montrer que pour tout n € N, up 41 —u, =

3. En déduire les variations de la suite w.

Suites arithmétiques et géométriques

Parmi les suites suivantes déterminer celle qui sont arithmétiques, géométrique ou ni I'une ni 'autre. Préciser la
raison lorsque cela est possible.

1. up =2n+3 3. Ups1=3"+3n 5. uy =5+3
3n+1 2
2. Unyy = 3 4. up=n?—n 6. Un = 3057

Soit u une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug.

1. up =1 et uyg = 31. Calculer r et ujgo. 2. ug =5 et ujg90 = —45. Calculer r et uqg.

Soit u une suite géométrique de raison q et de premier terme up.
1. uop =4 et q =5. Exprimer u, en fonction de n.
2. ug =8 et q = 2. Calculer u, et ug.
3. us = 64 et uy = 256. Calculer q et ujo.

Soit u une suite arithmétique tel que w; +uz +uz = 2 et ujo +uy7 = 40.

1. Calculer le premier terme et la raison.
30

2. Calculer Z Ug.
k=0

Un bticheron fou veut raser une forét de dix mille arbres. Chaque année il coupe cinquante arbre de plus que ’année
précédente. Au bout de dix ans il a rasé la forét. Combien d’arbre a-t-il coupé la premiére année ?

Dans un milieu nutritif une paramécie se multiplie par mitose toutes les secondes (la paramécie se divise en 2). En
combien de temps le nombre de paramécie sera supérieur a un million ?

Calculer les sommes suivantes.

5 56 567 333 55
Ly 2 3.) k 5. K 7. (—DF 9. ) 2%
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
56 56 56 123 11 1
2.3 n 4.3 2K 6. > k*+3k 8. ) (B3k—1) 10. Zs—k
k=0 k=0 k=0 k=7 k=0




Equivalents

Exercice 22

Déterminer un équivalent des suites suivantes (lorsque cela est possible) et en déduire leur limite.

1. up =1 7. Up = (=)™ 3n4+1\?
2. Uup = 8 U — 9 Sn—
2n +1 ST n 1
__ ! S nZ 41 13. Up = =——
3. u“_Zn—H W2 1 Cha
—=3n+5 9. Un = 5———— — n \"
4. - n_n+] . = —_—
T T 5 H <ﬂ+1)
5. Un = i n 15. un:nsin<n>
2
=3n+5 _ LR
- un =557 11'”“_<]+n+1> 1 16. un =vVn—+1—yn

Suites arithmético-géométrique et homographiques
Exercice 23

U = 0
Soit w, la suite définie de maniére récurrente par 1
Un41 = ZUn —

Montrer que vy, est une suite géométrique et en déduire I’expression explicite de u,.

. On considére la suite v, = uy + 3.

Exercice 24

U = 0 wn — 1
Soit ., la suite définie de maniére récurrente par 2u, +3 . On considére la suite v, = o T3
u _— u
o u, +4 "
Montrer que vy, est une suite géométrique et en déduire I'expression explicite de ;.
Exercice 25
Pour chacune des questions, donner ’expression de la suite u, en fonction de n.
w = 3 1 u = 2
0o = uy = —= . 0 =
1 1 4 2 .
Uni1 = gun+3 ' Un — 1 Unyr = 2un—3
5 Un+1 =
Up +2
U = 0 - 1 U = 0
2. 3un +2 5. o = 8. " _ un 2
Unl = RYRpY Uni] = 2up—1 ot 2un +1
u = 3 Up —1 u = 0
3. 1 1 6. " Up +2 9. " o 2up -3
Un+l = gUnt n 2 + 1 T 2w, — 10



