Fiche de probabilité

Généralités sur les probabilités

— Un espace de probabilité est la donnée de
(Q, F,P) ou
Q) est un ensemble
F est une tribu. C’est un sous-ensemble de
P(Q) I'ensemble des parties de Q, dont les
éléments s’appelle des événements, satisfai-
sant :

1. F#0
2. AcF=>AcF

3. ieNAeF)= (ﬂ/\i> e F.
ieN
P est une mesure réelle sur F. C’est une fonc-
tion P : F — R satisfaisant :

1. P(Q) =1
2.VA e F, 0<PA) <1
3. Si (Ay)ien est une famille d’événement

tel que pour tout i # j, AiNAj = @
alors P U Al = ZIP’(Ai).

ieN ieN
Généralités sur les variables aléatoires réelles
— Un v.a.r. est une fonction X: Q — R.
— VA € P(R)
P(XeA)=P({weQX(w) € A})
— La fonction de répartition d’une v.a.r. X est

Fx:R — [0;1]
t — PX<Kt)

Les v.a.r. discrétes

— Une v.a.r. est discréte si QO est dénombrable.
— Le support d’'une v.a.r. discréte est

Supp(X) = {k e R|P(X = k) # 0}

— La loi d’'une v.a.r. discréte est la donnée de
P(X = k) pour tout les k € Supp(X).

— L’espérance d’une v.a.r. discréte X, notée
E (X), est définie par

> KP(X=Kk)

keSupp(X)

E(X) =

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)

P(A)=1—P(A)

— La probabilité conditionnelle d’un événement
A sachant B est

P(ANB)

PAIB) =~

— Deux événements sont dis incompatible si
ANB=g.

— Deux événements sont dis indépendant si
P(ANB) =0. On note ALLB

— Un événement A est dis certain ou presque
sire si P(A) = 1.

— Un éveénement A est dis impossible si P(A) =
0.

— Deux v.a.r. X et Y sont indépendantes, noté
X1LY, si pour tout couple A, B de sous-
ensemble de R,

P(X€ ANY€B)=P(XcA)P(Y<B)

— Si f est continue ,

E(fX) = >

keSupp(X)

f(K)P(X =Xk)
— La wartance d’une v.a.r. discréte X, notée
V (X), est définie par
VX) = E((X-EX))
= ) k=E(X)PX=K)

keSupp(X)



Lois discrétes classique

Si X suit une loi classique £, on note X ~ L.

Dirac Support. Supp(X) = {x}
X~ dx Loi. P(X =x) =1
x €R Espérance. E (X) =x
Variance. V (X) =0
Uniforme Support. Supp(X) = [a;b]
) 1
acZ Espérance. E (X) = atb
beZ 2 5
b— 1 —1
ashb Variance. V (X) = ( aE )
Bernoulli Support. Supp(X) ={0, 1}
X ~ B(p) Loi. PIX=0)=T—petP(X=1)=p
Espérance. E (X) =p
p €0 Variance. V (X) =p(1 —p)
Binomiale Support. Supp(X) =[0,nl
X ~ B, p) Loi. Vk € Supp(X), P(X =%k) = Ckp*(1 —p)n*
Espérance. E (X) =np
neN Variance. V (X) =np(1 —p)
p € [0;1]
Géométrique Support. Supp(X) = N
. ) — (1 kT
X ~ G(p) Loi. Yk € Su}ip(X), PX=k)=(1—p)'p
I Espérance. E (X) = E
. T—p
Variance. V (X) = 2
Hypergéométrique Support. Supp(X) = [0;n]
CkN Cnfk
X ~H(n,a,p) Loi. Vk € Supp(X), P(X =k) = *—PT CQ*P)N
N
N e Nso Espérance. E (X) =np
neN N—n
p € [0;1] Variance. V (X) =np(1 —p) N1
Poisson Support. Supp(X) =N
)\k
X ~P(A) Loi. Yk € Supp(X), P(X =%k) = ﬁe_)‘
A €]0; 400l Espérance. E (X) =
Variance. V(X) = A
!
ot CK désigne le coefficient binomiale définie par CK = ﬁ




Les v.a.r. (absolument) continue

— La densité d’une v.a.r. continue est la donnée
d’un fonction p définie sur R satisfaisant :
1. x € R, p(x) > 0.

2. La fonction p est continue par morceau.

— L’espérance d’une v.a.r. continue X, notée
E (X), est définie par

E(X) = JR xp(x) dx

3. JRp(x) dx =1

— Le support d’une variable X de densité p est

Supp(X) = {x € Rlp(x) # 0}

— Si X est de densité p alors pour —oo < b <

—— Théoréme de transfert : Si f est continue,

V (X), est définie par

a < +o0o,
V(X) = E(X-EX))
b
P(X €la,bl) = [ p(x) éx — | x—EPpe) &
a R
Lois continues classique
Si X suit une loi classique £, on note X ~ L.
Uniforme Support. Supp(X) = [a, b]
. 1
X ~Uq,p) Densité. p(x) = — a,b] (%)
t J—
acR Répartition. Fy(t) = T g (%) + g ro0((X)
beR b— %
a<b Espérance. E (X) = a—;—
b— 2
Variance. V (X) = ( o)
12
Exponentielle Support. Supp(X) = [0;+o0[
X ~ E(A) Densité. p(x) = Ae ™
Répartition. Fy(t) = (1 — e_“)ﬂ[o.)Jroo](x)
A €]0; 400 1
beR Espérance. E (X) = X
a<b 1
Variance. V (X) = X
Normale Support. Supp(X) =R
X — 2
XNN(H,O_) b ( ) ] _;( O_H)
ensité. p(x) = e
LER P oV 2m
o €10; 400l Répartition. Compliquée
Espérance. E (X) = pn
Variance. V (X) = o2
Chi deux Support. Supp(X) =R
X~ Densité. p(x) = Lx%qefg
" 25T (%)
n € Nyp Répartition. Compliquée
Espérance. E(X)=n
Variance. V (X) =2n

— La wariance d’une v.a.r. discréte X, notée




Student Support. Supp(X) =R

_n+l

X~ T, Lree) (,£)

Densite. p(x) = — 1+ —
vnm T (%) n

Répartition. Compliquée

T'LEN>0

indéterminée sin =1
Espérance. E (X) =
0 sin>1
indéterminée sin =1
Variance. V (X) = +o00o sin=2
n in>2
si
n—2

ou I' désigne la fonction d’Euler définie sur 'ensemble des nombres complexes de partie réelle positive par

+o00
I'(z) :J 7 let dt
0

Plus de généralités sur les variables aléatoires réelles
— L’espérance est linéaire :

Va,be R, E(aX+b)=aE(X)+Db

— La formule de Koning-Huygens est V(X) = E <X2> —E(X)%
— La wvariance est quadratique :

Va,b € R, V(aX +b) = a’V (X)

— XAULY = E(XY) =E (X)E(Y)

— On dira que des v.a.r. (X;) sont indépendante et identiquement distribuées, acronymé i.i.d., si les X
sont deux a deux indépendantes et de méme loi.

— Soient des v.a.r. (Xi); i.1.d.

1 U(0,1) ~ B <;> 7. Soit ¥ €]0;+ool. Si X ~ £(1) alors
2. B(1,p) ~ B(p) min {k e NJoX > k} ~ ¢ (1-e7H)
3. Si Xi ~ B(p) alors

n X_
> X~ Bln,p) 8. X~N(w0) = ==~ N(0,1)
= 9. X~N(0,1) = oX+pu~N(y,o)

n
10. Xi ~N(0,1) = (Z&z) ~Xa
i=1

11. Si Z~N(0,1), T~xZ et ZLLT alors

4. Si X; ~ B(p) alors

min {i € Nag

Xi =1} ~Gp)

5. (a+ (b—a)p) ~ Uy

6. SIX~EA), Y~E(U) et XILY alors 7 -
= T
min{X,Y}~A+pu %




