
Modélisation linéaire simple

Dé�nition

Soient x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) des données statistiques.
La variable x est appelée variable exogène ou expliquée.

La variable y est appelée variables endogène ou à expliquer.

Une modélisation linéaire simple consiste à considérer les variables aléatoires

Yi = axi + b+ εi

où es εi sont des variables aléatoires i.i.d. appelés termes d'erreurs et suivent une loi normale

N (0, σ).

Dé�nition Covariance

Cov (X, Y) = E ((X− E (X))(Y − E (Y))) σx,y = (x− x)(y− y)

Lemme :

Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles

et α et β des nombres réels.

1. Cov (X, Y) = E (XY) − E (X)E (Y)

2. X⊥⊥Y ⇒ Cov (X, Y) = 0

3. Cov (X,X) = V (X)

4. Cov (X+ α, Y) = Cov (X, Y)

5. Cov (X+ Y, Z) = Cov (X,Z) + Cov (Y, Z)

6. Cov (X, Y) = Cov (Y, X)

7. V (αX+ βY) = α2V (X) + 2αβCov (X, Y) +
β2V (Y)

Soient x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) des

données statistiques et α et β des nombres réels.

Notons xy = (x1y1, . . . xnyn).

1. σx,y = xy− x.y

2. σx,x = σ
2
x

3. σx+α,y = σx,y

4. σx+y,z = σx,z + σy,z

5. σx,y = σy,x

6. σαx+βy = α
2σ2x + 2αβσx,y + β

2σ2y

Théorème Inégalité de Cauchy-Schwartz

Cov (X, Y)2 6 V (X)V (Y) σ2x,y 6 σ
2
xσ
2
y
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Théorème

a = â =
σx,y

σ2x
b = b̂ = y− âx

d(x) = âx+ b̂ est appelé la droite de régression linéaire.

σx = 1 σx = 5

σ = 0.5 0
0

σx,y = 0.94

0

0

σx,y = 33.85

σ = 2 0
0

σx,y = 1.24

0
0

σx,y = 17.15

σ = 10 0
0

σx,y = 0.59

0
0

σx,y = 25.49

Dé�nition

Notons ŷi = âxi + b̂.
On appel résidus du modèle les valeurs ε̂i = yi − ŷi
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Proposition

Les résidus d'une modélisations linéaire simple ont une moyenne nulle.

Dé�nition

coe�cient de détermination du modèle

R2x,y =

n∑
i=1

(ŷi − y)
2

n∑
i=1

(yi − y)
2

Proposition

R2x,y =

n∑
i=1

(ŷi − y)
2

n∑
i=1

(yi − y)
2

= 1−

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

n∑
i=1

(yi − y)
2

Si R2x,y est proche de 1 alors

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2 es proche de 0 ce qui signi�e que le modèle est très proche

des valeurs : c'est un bon modèle.

Si R2x,y est proche de 0 alors

n∑
i=1

(ŷi − y)
2 est proche de 0 et les ŷi approche la moyenne : ce modèle

n'est pas bon.

Proposition

Les estimateurs suivants

An =
σx,Y
σ2x

= a+
1

n

n∑
i=1

εi
xi − x

σ2x

et

Bn = Yn −Anx = b+ εn + (An − a)x

sont des estimateurs convergents et dans biais de a et b. De plus

V (An) =
σ2

n

(
1

σ2x

)
et V (Bn) =

σ2

n

(
1+

x

σ2x

)

3



Théorème

Soit ε̂εi = Yi − ŷi = axi + b+ εi − âxi − b̂.

E

(
n∑
i=1

ε̂ε2i

)
= (n− 2)σ2

Corollaire

La variable aléatoire

Sn =

n∑
i=1

ε̂ε2i

n− 2

est un estimateur convergent et sans biais de σ2. En particulier :

1. San = Sn
1

nσ2x
est un estimateur convergent et sans biais de V (An).

2. Sbn = Sn
σ2x + x

nσ2x
est un estimateur convergent sans biais de V (Bn).

De plus (n− 2)
Sn

σ2
∼ χ2(n− 2).

Corollaire

An − a√
San

∼ T (n− 2) et
Bn − b√
Sbn

∼ T (n− 2)

Corollaire

Soient 0 < β < α < 1, t1 = QT (n−2)(β) et t2 = QT (n−2)(1− α+ β) alors[
An − t2

√
San;An − t1

√
San

]
est un intervalle de con�ance 1− α de a et[

Bn − t2

√
Sbn;Bn − t1

√
Sbn

]
est un intervalle de con�ance de niveau 1− α de b.
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